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Eserizio 1 Consideriamo il seguente insieme A di matrii 3× 3:
A =




a b c
c a b
b c a

 : a, b, c ∈ Q

 .
a. Mostrare he A è un anello ommutativo (on le usuali operazioni) ed un Q-spazio vettoriale di
dimensione 3;
b. Mostrare he I =




a b c
c a b
b c a

 : a+ b+ c = 0

 e J =




a a a
a a a
a a a

 , a ∈ Q

 sono ideali non
banali di A.
. Determinare il nuleo dell'unio omomorsmo ϕ : Q[X ]→ A tale he ϕ(X) =


0 0 1
1 0 0
0 1 0


(Sugger-
imento: alolare ϕ(X3)).
d. Conludere he I e J sono gli unii ideali non banali di A.
Soluzione.
a. Si ha hiaramente he A è il sottospazio dello spazio vettoriale di tutte le matrii 3× 3 generato dalle
3 matrii 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,


0 1 0
0 0 1
1 0 0

 ,


0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .
Siome queste 3 matrii sono linearmente indipendenti abbiamo he A è un Q-spazio vettoriale di
dimensione 3 e in partiolare un gruppo abeliano rispetto alla somma. La matrie identità appartiene
ad A e quindi rimane da veriare solo he A è hiuso e ommutativo rispetto al prodotto. Si ha


a b c
c a b
b c a

 ·


α β γ
γ α β
β γ α

 =


a˜ b˜ c˜
c˜ a˜ b˜
b˜ c˜ a˜


on a˜ = aα + bγ + cβ, b˜ = aβ + bα + cγ e c˜ = aγ + bβ + cα per ui A è hiusio rispetto al
prodotto. Osservando la simmetria di a˜, b˜, c˜ rispetto alle due terne (a, b, c) e (α, β, γ) abbiamo anhe
la ommutatività del prodotto.
b. Sia I he J sono hiaramente sottospazi vettoriali di A per ui basta veriare la proprietà di assor-
bimento rispetto al prodotto. Per I basta osservare he
a˜+ b˜+ c˜ = (a+ b+ c)(α + β + γ)
per ui se a + b + c = 0 allora a˜ + b˜ + c˜ = 0. Per J osserviamo invee he se a = b = c allora
a˜ = b˜ = c˜ = a(α+ β + γ). Che siano non banali è evidente.
. Abbiamo
ϕ(X) =


0 0 1
1 0 0
0 1 0

 , ϕ(X2) = ϕ(X)2 =


0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , ϕ(X3) = ϕ(X)3 = I
. Segue he ϕ è suriettiva e quindi
Q[X ]/ ker(ϕ) ∼= A;
di onseguenza ker(ϕ) è generato dal un polinomio di grado 3. Ma X3 − 1 ∈ ker(ϕ) e onludiamo
he ker(ϕ) = (X3 − 1). Oppure, avendo osservato he X3 − 1 ∈ ker(ϕ) abbiamo he il nuleo di ϕ
è neessariamente generato da un divisore di X3 − 1, ma nessun divisore proprio di X3 − 1 sta nel
nuleo...
d. Dall'isomorsmo del punto preedente basta osservare he Q[X ]/(X3 − 1) ha esattamente due ideali
non banali. Ma gli ideali di questo quoziente sono generati dai divisori non banali di X3− 1 he sono
X − 1 e X2 +X + 1 e sono quindi 2.
Eserizio 2 Consideriamo il polinomio f = X5 − 3X3 − 2X2 − 1 ∈ Z7[X ].
a. Stabilire se f è irriduibile.
b. Determinare il ampo di spezzamento di f su Z7.
. Determinare il ampo di spezzamento di f su F74 .
d. Stabilire quante radii ammette f in F75 .
Soluzione
a. Eettuando il raoglimento parziale per f abbiamo
X5 − 3X3 − 2X2 − 1 = X3(X2 − 3)− 2(X2 − 3) = (X3 − 2)(X2 − 3)
per ui f è riduibile in Z7[X ]. Osserviamo anhe he i due fattori X
2 − 3 e X3 − 3 sono irriduibili
non avendo radii.
b. Se α è una radie di X2 − 3 nel ampo di spezzamento abbiamo Z7[α] = F72 e se β è una radie
di X3 − 2 abbiamo Z7[β] = F73 . Per l'uniitá dei sottoampi di data ardinalità di un ampo nito
abbiamo he Z7[β] ontiene tutte le radii di X
3 − 3 e quindi il ampo di spezzamento sarà il ampo
nito più piolo he ontiene F72 e F73 , ioè F76 .
. Abbiamo in questo aso F712 .
d. In F75 non esistono radii di f perhé F75 non ha sottoampi isomor a F72 o a F73 .
Eserizio 3 Consideriamo l'estensione quadratia A di Z3 data da A = Z3[
√
2].
a. Mostrare he A è il ampo on 9 elementi;
b. Determinare tutti i generatori di A∗;
. Considerando l'ulteriore estensione quadratia B = A[
√
2] stabilire se B è un ampo;
d. Stabilire se esiste un ideale I di B tale he B/I ∼= F9.
Soluzione
a. Sappiamo già he A = {x+ εy : , x, y ∈ Z3 ha 32 = 9 elementi. Per dimostrare he è un ampo basta
osservare e 2 non è un quadrato in A.
b. Il gruppo A∗ è ilio di ordine 8 per ui ha φ(8) = 4 generatori. Osservando he 1,−1, εe− ε hanno
ordine rispettivamente 1,2,4,4 abbiamo he i generatori sono proprio gli altri 4 elementi, ioè ±1± ε.
. B = {a+ bη, a, b ∈ A} dove η soddisfa η2 = 2. Tuttavia B non è un ampo perhé 2 è un quadrato
in A: infatti 2 = ε2.
d. Basta mostrare he esiste un omomorsmo suriettivo ϕ : B → A. Un tale omomorsmo è dato da
ϕ(a+ bη) = a+ bε.
